TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Integracion con respecto a una medida de probabilidad

Como lo mencionamos en la parte 2, en el ano 1902 Henri Lebesgue definié lo que se conoce
ahora como medida de Lebesgue, la cual podemos pensar como una extensién del concepto
de longitud de un intervalo. Esto lo hizo con el objetivo de definir un concepto de integral
que tuviera mejores propiedades que la integral de Riemann y que ampliara el conjunto de
funciones integrables.

A partir del trabajo de Lebesgue, se inicié6 un proceso de investigacién alrededor de los
conceptos de medida y de integral el cual culminé alrededor del ano 1930 con la formulacién
de una teorfa general de la medida y de una teorfa de integracién con respecto a una medida.

En esta tercera parte vamos a ver cémo se define la integral con respecto a una medida de
probabilidad, aunque los conceptos, definiciones y resultados son bdsicamente los mismos
que para la integral con respecto a una medida cualquiera; la tinica particularidad que tiene
una medida de probabilidad es que la medida del conjunto total es igual a 1.

Las funciones que se pueden integrar son llamadas funciones medibles, las cuales, en la teoria
de la probabilidad, son llamadas variables aleatorias. Es necesario considerar funciones que
toman valores en los nimeros reales extendidos, es decir, en R U {—00, 0}, ya que una de
las propiedades que tiene la integral que vamos a definir consiste en que, bajo determinadas
condiciones, si se tiene una sucesion (f,), .y de funciones medibles, que converge puntual-
mente a una funcién medible f, la sucesién formada por las integrales de las funciones f,
converge a la integral de f. Cada funcién f, podria tomar valores en el conjunto de los
nuimeros reales, pero en algunos puntos ese limite podria ser oo 0 —oo; de manera que se
requiere trabajar con este tipo de funciones.

Funciones medibles

Definicién 1. Liamaremos espacio medible a una pareja (B, E) donde B es un conjunto y €
una o-dlgebra de subconjuntos de .

En lo que sigue de esta seccion, (E, ) serd un espacio medible.
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Definicién 2. Diremos que una funcién f : B — R es medible si {y € E: f(y) <z} € &
para cualquier x € R.

Proposicién 1. 5i f : E — R es una funcion medible, entonces f~' (B) € &€ para cualquier
conjunto B € B (R)

Demostraciéon

Definamos:

H={Be®B(R): f(B)ec&}

Vamos a probar que H es una o—algebra de subconjuntos de [E.

i)ReHyaque f'(R)=E€¢&.

ii) Si B € H, entonces B € B (R) y f~(B) € £, asf que B° € B (R) y:
[B)=1 (B €€

Por lo tanto, B¢ € H.

iii) Si (By),cy €8 una sucesién de elementos de H, entonces B, € B (R) y f~1(B,) € €
para cualquier n € N, asf que, US? B, € £ y:

U B = U f 1 (By) €€
Por lo tanto, U, B,, € HL.

Asi que, efectivamente, H es una o—algebra de subconjuntos de E.

Ademads, como f es una funcién medible, los conjuntos de la forma [—oo, x|, donde = € R,
pertenecen a H. Por lo tanto, H contiene a la o—4élgebra generada por esos conjuntos; es
decir, a los borelianos en R. Asi que:

B (R) CH

Finalmente, por la definicién de H, todo elemento de H pertenece a B (@), asi que:
H cB (R)

Por lo tanto:
H =8 (E)

Es decir, f~! (B) € £ para cualquier conjunto B € B (R). u
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Definicién 3. De manera general, si (F, F) es un espacio medible, diremos que una funcion
f:E— T es medible si f~ (B) € £ para cualquier conjunto B € F.

En ocasiones, para evitar confusiones, cuando tengamos una funcién f : & — F, de un espacio
medible en otro, especificaremos la o—adlgebra definida en cada uno de ellos, escribiendo

f:(EE) — (F,F).

Las funciones medibles f : (E, &) — (R B (@)) tienen las siguientes propiedades, las cuales
linicamente enunciaremos:

1. Si (fn),en s una sucesién de funciones medibles, entonces:
a) Para cualquier n € N, las funciones min{ fi,..., f,} y max{fi,..., f,} son medibles.
b) Las funciones inf {g,, : n € N} y sup{g, : n € N} son medibles.

c) Las funciones lim inf,, ., f, y limsup,,_, . f, son medibles.

d) Si lim,, . fn(x) existe para cualquier x € E (donde oo y —oo también se incluyen como
posibles limites), entonces la funcién f : B — R definida por f(z) = lim,, . f.(z) es medible.

2. Si f es una funcién medible, entonces f* = max {f,0} y f~ = max{—f,0} son medibles.
3. Si f y g son funciones medibles y ¢ € R. Entonces las funciones f+c, cf y fg son medibles.

4. Si f y g son funciones medibles y h : . — R es una funcién tal que h (z) = f (z) + g (2)
en todos los puntos = € E para los cuales f (x) + g (z) esté definida y h es constante en el
conjunto de puntos = € E para los cuales f (z)+¢ (z) no esté definida, entonces h es medible.

5. Si (E, &, 1) es un espacio de medida completo, f una funcién medible y ¢ : E — R una
funcion tal que g = f excepto a lo mas en un conjunto de medida cero, entonces g es medible.

6. Si h : (R B (@)) — (R B (E)) es una funcién boreliana y f es una funcién medible,
entonces h o f es medible.

7. Si f es una funcién medible que toma tinicamente valores en R y h : R — R es una funcién
continua, entonces h o f es medible.

8. Si f es una funcién medible, entonces las funciones g = %[{meEz fyzor ¥ b =]f|", donde
a > 0, son medibles.



Funciones medibles simples

La definicién de la integral de una funcién medible es por etapas; primero se define para
las funciones medibles que son llamadas simples, ya que para ese tipo de funciones, cuando
son no negativas, la integral se puede definir pensdndola como algo equivalente al drea bajo
la gréfica de la funcién. El segundo paso consiste en definir la integral para las funciones
medibles no negativas, utilizando un resultado que obtuvo Lebesgue, el cual es la base para
la definicién de la integral, que dice que cualquier funcién medible no negativa se puede
aproximar, por abajo, mediante una sucesién de funciones medibles simples no negativas.
Finalmente, la integral de una funcién medible que toma valores positivos y negativos se
define expresando la funcién en términos de su parte positiva y su parte negativa, las cuales
son funciones medibles no negativas.

Vamos entonces a comenzar definiendo las funciones medibles simples y demostrando algunas
de sus propiedades.

En la siguiente proposicion, se utiliza un método que es bastante comin para algunas
demostraciones. De manera general, cuando se tiene una familia finita, A;, As,..., A, de
subconjuntos de un conjunto [, resulta cémodo trabajar con esos conjuntos si se encuentra
una particiéon de [E formada por conjuntos ajenos por parejas, de tal manera que cada uno de
los conjuntos Ay, asi como su complemento, se puedan expresar como unién de conjuntos de
esa particién, ademads de que, dado un elemento x € [, permita determinar a qué conjuntos
Ay, pertenece.

La idea para lograr esto es simple, tal vez tinicamente se complica un poco en el caso general
por los indices que hay que manejar. Vamos a seguir el método, paso a paso, para hacerlo
més sencillo de entender.

Si A; y As son subconjuntos de [, podemos partir E en los siguientes conjuntos:
AN A,

A N AS

Af N A,y

A§ N AS

Se tiene entonces:

(A1 N Ag) U (A1 N AS) U (A N Ag) U (A N AS)

= [(A1 N Ag) U (Ay N A U [(AT N A;) U (AT N A5)]

= [A; N (A2 U AS)] U [A] N (Ay U A35)]

=AUA{=E



A = (A1 N As) U (AN AS)
Ay = (A1 N As) U (AN Ay)
AS = (AN Ag) U (A N AS)
A = (AN AS) U (A N AS)

Si Ay, As y Az son subconjuntos de [, podemos partir & en los siguientes conjuntos:
A1 NAyN Az
Ay N AN AS
AiNASNA;s
Ay N A5 N A
A M A; N As
AN AN AS
AN AN A
AN A5 N AS

En general, si Ay, As,..., A, son subconjuntos de [E, podemos partir & en los siguientes
conjuntos:

{BlﬂBgm"'ﬂBnIBkG{Ak,A%}, kE{l,Z,...,n}},

los cuales son ajenos por parejas, su unién es E y cada conjunto A, (resp. Af) se puede
expresar como unién de algunos de esos conjuntos, a saber, todos aquellos que incluyan Ay
(resp. A%).

Proposicién 2. Toda funcion ¢ : B — R de la forma ¢ = > - bplp,, donde m € N,
bi,...,b, son niumeros reales y E1, ..., E,, son elementos de &, es una funcion medible.

Demostraciéon

Los conjuntos de la forma Fy N FyN--- N F,, donde F, € {Ey, E{} vy k € {1,2,...,n},
constituyen una particién de E.

Sea H la familia de conjuntos no vacios que son de esa forma.
Se tiene entonces:

1. F € &£ para cualquier F' € H.

2.S5i FFGeHyF +# @G, entonces FNG = 0.



6

B U{FCE: FeH}=E

4. Para cada k € {1,2,...,n}, se tiene:
Ey=U{FNFKN---NF,cH:F, = E}
E¢=U{FNFKN---NF,cH:F, = E}
SiF=FNFkN---NF, €H, para k € {1,2,...,n}, definamos:

F =00 siF,=E

n k
yir= Zkz:l t%)-
Entonces:

¢ (w) = tp para cualquier w € F, asi que:

=2 pentrlr
Obsérvese que los niimeros reales ¢r no necesariamente son distintos.

Finalmente, si p (E) = {21, 22, ..., 2}, entonces, para cualquier j € {1,2,...,m}, ¢! ({z,})
es una unién finita de conjuntos en H. Por lo tanto, para cualquier z € R, ¢~ ([—o0, z])
también es una unién finita de conjuntos en H. Asi que ¢ es una funcién medible.

Definicién 4. Diremos que una funcion medible ¢ : B — R es simple si tiene la forma
p = Z?:l bilg,, donde by, ..., by, son nimeros reales y F, ..., E, son elementos de £.

Obsérvese que cualquier funcién medible simple tinicamente toma valores en R.

El resultado siguiente es la base para demostrar muchas de las propiedades que
tienen las funciones medibles, asi como para definir la integral de una funcién
medible no negativa.

Teorema 1. Sea f : E — R una funcion medible no negativa, entonces existe una sucesion no
decreciente de funciones medibles simples no negativas p,, : E — R tales que lim,,_, ¢, (y) =
f (y) para cualquier y € E.



Demostracion

Para cada n € N, definamos:

n2"  m— .
0. (y) = D et Tll{zeE:’g—#gf(z)<2ﬂn}(y) si f(y) <n

n si f(y) >n

Obsérvese que aunque, para cada y € [ tal que f(y) < n, ¢,(y) es una suma, uinicamente
uno de los términos es distinto de cero.

También podriamos escribir la definicién de ¢,, de la siguiente manera:

Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra la grafica de la funcién f : R — R definida
por:

fW=7#w+2)W+)y-DH—-2)y-3)y—-4 @y -5 +3

Si consideramos, a manera de ejemplo, n = 4,el intervalo [0, 4), sobre el eje vertical, se parte
en subintervalos de longitud 2i4
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Entonces, por ejemplo:

F7H([52,55)) = [1.134,1.237) U [1.637,1.776) U [3.193,3.295 ) U [3.831,3.898)
Asi que:

ealy) = 59 siy € [1.134,1.237) U [1.637, 1.776) U [3.193, 3.295 ) U [3.831,3.898 ).

En la siguiente figura se muestran las gréficas de f y de ¢, para valores de f en el intervalo

(38 3%)-
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Pasemos ahora a la demostracién del enunciado del teoremas:

Siy € E es tal que f(y) = oo, entonces ¢, (y) = n para cualquier n € N, asi que:

Mmoo @, (y) = 00 = f(y)

Sin € Nyy € Eestal que f(y) < n, sea m el inico niimero natural tal que =% < f(y) < 2,

2"L 2'71
Entonces, como ¢,,(y) = =1, se tiene:

on

) — 5= < eay) < f(y), ast que im,, .o 0, (y) = f(y)-

?holra bien, con120 2(2”,:‘;1) < fly) < 2%%, se tiene que, o bien % < fly) < 227}—;1 o bien
m— m
2n+1 S f(y) < 2n+1 .

En el primer caso, se tiene:

90n+1(y) = onFl T on — %(?J)
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En el segundo, se tiene:

Cri1(y) = 225 > 22 — o (y)

Asi que, en cualquier caso, ¢, (y) < ¢,.1(y).

Asf que, ¢, es una sucesién no decreciente de funciones simples no negativas tales que
lim,, .o ¢, (y) = f(y) para cualquier y € E.

Sip = > " belg, es una funcién simple entonces el conjunto de los valores que toma
es finito. Sea {ai,...,a,} el conjunto formado por todos los distintos posibles valores no
nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea By = {y € E: ¢(y) = ax}, entonces los conjuntos
E, ..., E, son ajenos por parejas y ¢ = y ,_, axlp,. Esta tiltima sumatoria serd llamada la
representacién canédnica de ¢.

Integracién de funciones medibles simples

Consideremos un espacio de probabilidad completo (E, &, ).

Sip: (B, & pu) — (R, B (R)) es una funcién medible simple no negativa, expresada en su
forma canénica, es decir, si tiene la forma ¢ = Y, axlp,, donde a4, ..., a, son nimeros
reales positivos distintos y Fi, ..., E,, son elementos de &£, ajenos por parejas, entonces:

Para k € {1,2,...,m}, ¢ (y) = aj para cualquier y € E.

©(y) =0siy ¢ Up, Ey.

Asi que, pensando a la integral de una funcién como algo similar al drea bajo la grafica de
la funcidn, restringiéndonos a Ej, la integral de ¢ podemos definirla como ayu (Ey). De esta
manera tendriamos algo equivalente a la integral de Riemann, para la cual, si f : R — (0, 00)
toma un valor constante ¢ en un intervalo [a,b], su integral en ese intervalo es igual a ¢
multiplicado por la longitud del intervalo. En el caso general estarfamos sustituyendo la
medida longitud por la medida p.

Siguiendo esta idea y con la intencién de que la integral que queremos definir sea una funcional
lineal, tendrfamos:

fE pdp =3 p_y arpt (Ey)

Nuevamente siguiendo la idea de que queremos definir una integral que sea una funcional
lineal, si ¢ = Y ;- bplF, es una funcién medible simple cualquiera, no necesariamente ex-
presada en su forma candnica, su integral deberfa estar dada por la siguiente expresion:
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fE edp =3 0 b (Fy)

Para que esto sea asi requerimos del resultado expresado en el siguiente ejercicio.

. °« o . m ., . .
Ejercicio 1. Demuestra que st ¢ = ijl bjlr, es una funcidn medible simple, donde los
coeficientes by, ..., b, son no negativos, con representacion candnica @ = ZZ=1 arlp,, en-
tonces:

Z;‘n:l it (Fy) = D ey anpe (Ey)

Definicién 5. Si ¢ es una funcion medible simple no negativa con representacion candnica
0=, axlg,, se define la integral de @, fE wdu, de la siguiente manera:

f]E pdp = 5y agm (Ey)

Corolario 1. Sea ¢ = Z;n:l bjIF; una funcidn medible simple, donde los coeficientes by, . .., by,
som no negativos, entonces:

Jopdp = 27:1 bym (F})
Ejercicio 2. Demuestra que si ¢ y 1 son dos funciones medibles simples no negativas,
entonces:

a) fE l[ap + 0l dp = a fE wdp+0 fE Ydp para cualesquiera nimeros reales a y b no negativos.

b) Si o <1, entonces [ odu < o @dp.

Proposicién 1. Sea ¢ una funcion medible simple no negativa. Entonces, la funcion m :
& — R, definida por m(E) = [, ¢du, es una medida.

Demostraciéon

Obviamente, m es no negativa, m()) = 0 y, por el resultado del ejercicio 2, es finitamente
aditiva.

Sea Y, _, a;Ip; la representacién candnica de ¢, A, una sucesién creciente de conjuntos en
Ey A=U2 A, Entonces:

S, edi =35 aju (A, N E;)

Japdp =35 ajp (AN E;)

Asi que:
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= Jaspdi =m(A)

Considerando que la propiedad que acabamos de demostrar es equivalente a la o —aditividad,
podemos concluir que m es una medida.

Integracién de funciones medibles no negativas

Una vez definida la integral para las funciones medibles simples no negativas, pasaremos
a definir la integral de cualquier funcién medible no negativa f : (E, &, u) — (R, B (R))
utilizando el hecho de que f se puede aproximar con funciones medibles simples no negativas.

Definicién 6. Si f : (E, &, pu) — (R‘B (@)) es una funcion medible no negativa, se define
la integral de f, con respecto a la medida p, fE fdu, de la siguiente manera:

Jo fdp = sup { [ odp: @ es simple y 0 < o < f }

Obsérvese que el conjunto { fE wdp : pessimpley 0 <o < f } no necesariamente estd aco-
tado, de manera que estamos considerando que, en ese caso, el supremo del conjunto lo
definimos como oo.

Definicién 7. Si f es una funcion medible no negativa y £ € £, se define:
Jofdu= Jg(Ie- f)dp

Ejercicio 3. Demuestra que si f y g son dos funciones medibles no negativas, entonces:

a) Si f < g, entonces [, fdu < [ gdp.

b) Si f < g sobre un conjunto E € £, entonces [, fdu < [, gdp.

Proposicién 2. Sea f una funcion medible no negativa y E € £ tal que i (E) = 0; entonces:
[ fdp =0
Demostracién

Supongamos que |  fdu > 0; entonces, como:
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Jofdu= Jg(Ig- f)dp=sup{[;edu: pessimpley 0 <o <Ig-f},
existe alguna funcién medible simple no negativa p tal que 0 < p < Ip- f y fE wdp > 0.
Sea ¢ = Y ,_, axlp, la representacién canénica de ¢. Entonces:

Como 0 < p < Ip- f, p(y) =0 para cualquier y € E; asi que ¢ = I - . Por lo tanto, se
tiene:

¥ = ZZ=1 aplp,nE
Asi que:
0< [pedu= 1 apu(ExNE)=0
Asi que:
Jopdn =0

Llegamos entonces a una contradiccién. Por lo tanto, [ g fdu=0.

Demostremos ahora el primero de los teoremas de convergencia de la integral.

Teorema 2 (Teorema de la convergencia monétona). Sea (f,),cy una sucesion no
decreciente de funciones medibles no negativas, entonces:

Demostracion

Sea f = lim, . fn ¥  una funcién medible simple no negativa tal que ¢ < f, a € (0,1)
y, para cada n € N, A, = {y € E:f,,(y) > ap(y)}. Entonces, la sucesién A, es creciente y
> A, = E. Ademss, la funciéon m : € — R, definida por m(E) = [, ¢du, es una medida,
asi que:
lim,, . fAn dp = [ pdu
Por otra parte, o [, wdu < [, fodp < [ fodp para cualquier n € N, asf que:
a [gedp = alim, .o [, @dp <lm, o [5 fodp

Haciendo tender « a 1, se obtiene entonces:

Jg pdp < Ximy, oo [ fudp
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Por lo tanto:

Jo fdp =sup { [ pdp: g es simple y 0 < ¢ < f } <lmy oo [ fudp

Por otra parte, como f > f, para cualquier n € N, se tiene:

S Fp > Vi, [ fudps

Asi que:

fE lim,, .o frdp = fE fdp =1lim,, . fE fndu

Proposicion 3. Si f y g son dos funciones medibles no negativas, entonces:

a) [glaf +bgldu = a [ fdu+b [; gdp para cualesquiera nimeros reales a y b no negativos.

b) [ fdu=0siysélosi p{yeE: f(y) >0} =0.
Demostraciéon

Para la primera propiedad, sean ¢,, y ¥,, dos sucesiones no decrecientes de funciones simples
no negativas tales que lim,, o, ¢, (y) = f (v) y lim,.o ¥,, (y) = g (y) para cualquier y € E.

Para cada n € N, se tiene:

Asi que, por el teorema de la convergencia monétona, se tiene:

Jelaf +bgldp=a [ fdu+b [, fadpu

Para la segunda propiedad supongamos que fE fdu =0.

Para cada n € N, sea E,, = {y ck: f(y) > %}, entonces, para cualquier n € N, se tiene:

Jo fdp > [ fdp > s (En)
Si p (E,) fuera positiva, se tendria [ fdu > 0, por lo tanto p (E,) = 0.
Finalmente, p({y € E: f(y) > 0}) = p (U, E,) = limy,n 0 1 (Ey) = 0.

Inversamente, supongamos que pu({y € E: f(y) >0}) = 0 y sea ¢ una funcién medible
simple tal que 0 < ¢ < f, entonces pu({y € E: ¢ (y) > 0}) = 0, asi que [, pdp = 0; por lo
tanto:



Jg fdp=sup{ [ pdu:pessimpley 0 <o < f} =0 "

Teorema 3. Sea f una funcion medible no negativa. Entonces, la funcion m : € — R,
definida por m(E) = [, fdu, es una medida.

Demostraciéon

Obviamente, m es no negativa y, por el inciso (a) de la proposicién anterior, es finitamente
aditiva.

Sea A,, una sucesién monétona no decreciente de conjuntos en £ y A = U2 ; A,,. Entonces,
la sucesién de funciones (14, f), oy €s no decreciente y lim, .o 14, f = I4f, ast que, por el
teorema de la convergencia monétona:

m(A) = fA fdu = fE Iafdp = lim,_ fE I, fdp = lim, .o fAn fdu = lim,, . m(A,)

Recordatorio

I. Sea (x,) una sucesién de nimeros reales. Se dice que un nimero real x es punto limite
de (z,) si existe una subsucesién de (z,) que converge a x. También diremos que oo (resp.
—00) es punto limite de (z,,) si existe una subsucesion de (z,) que diverge a co (resp. —o0).

II. Si la sucesién (z,,) estd acotada entonces existe por lo menos un nimero real = que es
punto limite de (z,,).

III. Si una sucesién (z,) no estd acotada, entonces existe una subsucesién que diverge a co
0 a —00, asi que, toda sucesién tiene por lo menos un punto limite.

IV. Una sucesion (z,) converge a = € R si y sélo si x es el tinico punto limite de (z,,).

V. Sea (z,) una sucesién de niimeros reales. Definimos el limite superior de (x,), lim sup x,,
y el limite inferior de (x,), liminf z,,, de la siguiente manera:

lim inf z,, = inf {z € R : z es punto limite de (z,)}

lim sup z,, = sup {a: € R : z es punto limite de (xn)}
VI: Para cualquier sucesién (z,,), liminf z,, y lim sup z,, son puntos limite de (z,,).
VII: Se tiene siempre lim inf z,, < lim sup z,,.
VIII. Una sucesién (z,,) es convergente si y sélo si liminf z,, = limsup z,, € R.

IX. Para cualquier sucesion (x,,) se tiene:

lim inf z,, = lim,,_, (inf;>, {z;})
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lim sup 2, = i, o0 (SUP;>, {;})

Teorema 4 (Lema de Fatou). Sea {f,},cn una sucesion de funciones medibles no nega-
tias. Entonces:

fE liminf, . f,dp < liminf, fE fndp
Demostracion

La sucesién g, = inf {f; : j > n} es no decreciente y lim inf,,_, f,, = lim,,_, gn, asi que, por
el teorema de la convergencia mondétona:

fE liminf,, . f,dp = lim,,_ fE gndj

Por otra parte, g, < f; para cualquier j > n, asf que:

Jg gndp < inf { [ fidp:j > n}
Por lo tanto:
fE liminf, . fndp =lim, . fE gndpt

< lim,,_,o inf {fE fidp:g > n} = liminf, fE fndp

Funciones medibles integrables

Definicién 8. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un conjunto E € £ si
Jp [ fldp < 0.

Proposicion 4. Si f es una funcion medible no negativa tal que fE fdp < oo, entonces
ply €BE: f(y) =00} =0.

Demostracién
Seal' ={y € E: f(y) = oo }, entonces [; Ivfdu < [ fdpu < oo.

Supongamos p (I') > 0 y definamos, para cada n € N:

) n siyel
WY 0 siger

Para cada n € N, ¢, es una funcién medible simple tal que 0 < ¢, < Ipf; asi que
Je Irfdp > [ @,dp = nu (L) para cualquier n € N. Por lo tanto [, Ir fdpu = oo, lo cual es
una contradiccion.
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Por lo tanto, u{y € B: f (y) = oo} = (") = 0. =

Proposicion 3. Una funcion medible f es integrable sobre un conjunto E € & si y sdlo si
fT y f~ son integrables sobre E.

Demostraciéon

Se tiene fT < |f|y f~ < |f], asi que si f es una funcién medible integrable sobre E, entonces
fT y f~ son también integrables sobre E.

Inversamente, si f* y f~ son integrables sobre E, entonces fE |fldp = fE frdu + fE fdu,
asi que f es también integrable sobre FE.

Definicién 9. Si f es una funcidn medible e integrable sobre un conjunto E € &, se define
su integral sobre F, fE fdu, de la siguiente manera:

Ejercicio 4. Demuestra que si f y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto
E € &, entonces:

a) Para cualquier nimero real ¢, la funcion cf es integrable sobre E y fE cfdu = cfE fdu.
b) Si f < g sobre E, entonces [, fdu < [, gdpu.
&) |f, fau| < f,1f]dy

Proposicién 4. Sean f y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto E € £,

I ={yeE:Ig()|fWl=0c} To = {yck:Ig() gyl =00}y h : B — R una
funcion medible tal que h(y) = f (y) + g (y) para cualquier y € EN (I'y UTL)", entonces h
es integrable sobre E y:

Jehdp = [y fdu+ [ gdp
Demostracion
Se tiene:

(1) = p(Te) =05 asi que p (I'y UTy) = 0. Por lo tanto:

fEﬁ(Flqu) |[fldp = fEm(rlum) g dp = fEm(rlurg) |h|dp =0
Ademais:

\h(y)| < |f (y)] + |g (v)| para cualquier y € E N (I UT,) .
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Por lo tanto:

Je Rl dp = fEﬂ(Flurg)C |h] dp + fEm(Flurg) |h] dp

< fEﬂ(I‘1UF2)C |fldp+ fEﬁ(FlLJFQ)C 9] dp

= [plfldu+ [5lgldp < oo

Asi que h es integrable sobre F.

Demostremos ahora que fE hdp = fE fdu+ fE gdpu.

Se tiene:

+
(fIpnmurs)e + 9lenmurs)) — (fIeamurs) + 91enm,urs))
= flIgnr,ury)® + 9LEnr,ury)e

= (fIEﬂ(F1UF2)0)+

— (fIpniorsye) + (gIEﬂ(FlLJFz)C)Jr — (gIpn(r,urs)e)

= (fIEﬂ(Flqu)C)Jr + (ngm(rlurQ)C)Jr — (fIpniursye) + (91parurs)e)

Asi que:

(fIEﬂ(FluI‘g)C + gIEﬁ(Flqu)c)+ + (f[Eﬂ(Flqu)c)_ + (gIEﬂ(Flqu)c)

= EN(ulz)¢ T 9LEN(urs)© - EN(I'1Ulp)¢ 9LEN(T1Urs)¢
(fI +gl )+ (I )+ (g1 )

Por lo tanto:
fE (fIEﬂ(Flqu)C + ngm(Flum)C)Jr dM + fE (fIEm(FIUF2)6>7 d# + fE (glEﬂ(Fsz)cy d#

= [ (flenwiors) + 9lenmiury)e)  di+ Ji (fIenmiurse o+ Jg \GLEn(T,Ur,)e Iz
Je (11 I )" dut J (1 )" dut Ji (o )" d

De lo cual se sigue:

Je Pl gneurayedi = [ (fIene.urse + 91enmory)e) dis

= J (FIpnaoray + 9Ten@or) " dp = fo (Flenmaorsy + 9lmnr,ors):) dp

= Jo (Flonmorey) " dpt f5 (9Tmm@oray) " di— fg (Fleamores) dp—fg (91en@or) dp

= (fE (fIenmurae) " di— fo (FIen@ores) dﬂ) + (fE (92pnmaray) " dp = fg (9pnmiray) dﬂ)

= fE fIEﬂ(FlLJFQ)CdM + fE gIEﬁ(Flurg)cdﬂ

Asi que:



fE hIEm(rluFQ)Cd,M = fE f]Eﬂ(FlLJFQ)Cd,u + fE gIEm(Flul“z)ch

Ahora bien, como:

fEﬂ(F1UF2) |l dp = fEm(FluI‘z) 9| dp = fEﬁ(Flurz) |h| dp =0,

se tiene:
fEﬂ(Flqu) frdp = fEﬂ(Flurz) J7dp=0
fEﬂ(Flufz) grdp = fE‘ﬂ(Flqu) g dp=20
fEﬂ(Fluf‘g) htdp = fEn(Flurg) h=du =0
Asi que:

Jg [Ien@ors)dp = Ji 91pnmury)din = [z hlpar,ury)dp =0
Por lo tanto:
Jehdp = [ bl oraydp+ [ hlvor,dp
= Jo M e urycdp + [g Pl pae,ors)die =[5 M pam,ur,)edp
fE fdp = fE JIrury)edp + fE JIr,ur,dp
= Jo flenmuraedi + [5 fIpnmuors)di = [ flenm,urs)edp
[z 9dn = [ 9lw,orayedp + [ 9Ir,ur,dps
= Jo 9lenmiurs)edi + [ 9lenmor)di = [ 91parur,)cdp
Y entonces:
[z hdp = [g hlgnw,orsyedi = g fIen@ur)yedi + [g 91anmury)edp
= Jp fdp+ [pgdu

]
Un razonamiento de induccién permite demostrar el siguiente corolario:

Corolario 2. Sean fi,..., fn n funciones medibles e integrables sobre un conjunto medible
E, ay,...,a, nimeros reales y h : F — R una funcion medible tal que h (x) =3 ,_, arfx (x)

en todos los puntos = € E para los cuales Y, _; aifr, (z) esté definida, entonces h es integrable

sobre E y:

Jehdp =375 ar [ frdu

19
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Proposicién 5. Sea g una funcion medibles e integrable tal que fE gdp > 0 para cualquier
E € &, entonces:

p{r ek :g(x) <0} =0
Demostraciéon

Supongamos que fE gdp > 0 para cualquier £ € &£ y, para cada n € N, sea F, =
{:B eE:g(x) < —%}, entonces, para cualquier n € N, se tiene:

0< [, 9dpn < —5u(Ey)
Asi que p(E,) = 0.
Finalmente:

p{r €B:g(x) <0} = p (U2, E,) = im0 pu (E,) =0

Corolario 3. Sean f y g dos funciones medibles e integrables.

a) Si [, fdu < [, gdp para cualquier E € &, entonces:

plr e F: f(z) >g (@)} =0

b) Si [, fdu = [, gdu para cualquier E € £, entonces:

p{r€F: f(z) #g(x)} =0

Pasemos ahora a demostrar el segundo de los teoremas de convergencia de la integral.

Teorema 5. Sea g una funcién no negativa, integrable sobre un conjunto E € &, (fy),en
una sucesion de funciones medibles tales que |f,| < g y lim, . f, existe excepto a lo mas
en un conjunto de medida cero y f una funcion medible tal que f = lim, .. f,., donde este
limite existe, entonces:

lim,, o0 fE |fr— fldp =10
Demostraciéon

Seal'={y € F: lim,_ . [ (y) existe} y, para cadan € N, h,, =2g—|f, — f| Ir, entonces,
por el lema de Fatou, se tiene:

2 [p9dp = [ lim, o hydp

< liminf, oo [ hndp =2 [, gdp — limsup,, . [ |fo — f| Irdp
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Asi que:

Por lo tanto:

HmnaoofE'fn_f‘dﬂ:O u

Corolario 4 (Teorema de la convergencia dominada). Sea g una funcion no negativa,
integrable sobre un conjunto medible E, {f,},.n una sucesion de funciones medibles tales
que | fn| < g y lim, . f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y f una
funcion medible tal que f = lim,_., f., donde este limite existe entonces, f es integrable
sobre I/ y:

fE fdp =lim,, . fE fndp
Demostracion
SeaI' = {y € E : lim, . f, (y) existe}. Entonces:
fjl" = lim,, .o fn[l"
Asi que:
Por lo tanto f es integrable sobre F.
Por otra parte, se tiene:

|5 (fo = ) dp] < [o1fa— fldp

Ast que, como limy, .o [}, [fn — f| dp =0, el limite lim,, .o | [, (fo — f) dp| existe y:

im0 | [ (fa = f) d[ =0

Por lo tanto, lim,, .o [, (fn — f) dpe existe y:

lim,, o fE (fn—=1F)du=0
Adems3s:

Asi que:

[ Fadie= [ (fo— F)du+ [, fdu

Por lo tanto:



